Simulation einer Planetenbewegung - Orientigraim Beispiel Sonne-Erde

Die Erde bewegt sich auf einer Ellipsenbahn untSadiene, die sich in einem der Brennpunk-
te befindet. In der Skizze ist die Ellipse Ubelieér gezeichnet. In Wahrheit kbnnte man im
Malflistab der Skizze die tatsachliche Erdbahn-ElMoseeinem idealen Kreis nicht unter-
scheiden — so gering ist die s.g. ExzentrizitatElgpse. Es gehort zu den grof3en Leistungen
der Astronomie, dass Kepler die Ellipsenform recisiecd aus den Daten von Tycho Brahe
bestimmen konnte.

Ausgangslage:
Die Erde befindet sich im Puni@” = P(s{’ |s’ ) und bewegt sich im folgenden Zeitinter-

vall Atum den WinkelAa zum PunktP®™ = P(s!™ |s{™).

Im Punkt P® wirkt auf die Erde die Zentripetalbeschleuniguafgin Richtung Sonne.
(Bemerkung: In der Skizze werden alle Vektorpfeie Lesbarkeit halber weggelassen.)

Auf dem Weg der Erde entlang der Ellipse zum PWKE andert sich diese Beschleunigung
kontinuierlich.

Fur unsere Simulation machen wir jeb#wusst den Fehlemzunehmen, dass sich die Be-
schleunigung im Zeitintervalht nicht &ndert weder nach Betrag noch nach Richtung. Dann
namlich sind wir in der Lage, nach Aufspaltung Beschleunigung in ihre x- und y-
Komponente mit den Gesetzen flr die geradlinig-hlesmigte Bewegung die nachste Positi-
on P berechnen zu kénnen.
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Gleichungen fir die x-Richtung:
In Punkt P® besitzt der Planet die Geschwindigkejt , die sich im Laufe des Intervallst

um al’ [At auf vi*Y erhoht, also giltv!™ =v? + al’ [At . Nach den Gesetzten der Dy-
namik &ndert sich der Ors{” aufgrund der Anfangsgeschwindigkeit un{’ (At und auf-
grund der Beschleunigung uma [{At)*. Also gilt insgesamt



st = g0 + v At + 1Y [AL)%. Mit derselben Idee erhalt man in y-Richtung

sy = s + VO At + 1A [AL)®.
Wie man sieht, wird die neue Geschwindigkeit irdiedRichtungen Schritt fir Schritt aus der
jeweils vorherigen berechnet. Die Gesamtgeschwkaligin Richtung der jeweiligen Tan-
gente) wird nicht benétigt.
Anders verhélt es sich mit der Beschleunigung: é&dem neuen Ort muss zunéchst die Be-
schleunigung zur Sonne berechnet werden, danadhswilin die Komponenten aufgespalten.
Das soll im Folgenden geschehen:
Die beiden in der Skizze eingefarbten Winkel sitedadp grol3, sie werden mg bezeichnet.
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Dann gilt einerseitsa’ = a®” [@os(8 Ynd andererseitsos(B) === , folglich
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Nun konnen wir alle Berechnungen fur 1 Schleifestigang der Simulation, der dann ein
paar Tausend mal wiederholt wird, zusammenstellen:

1. Neuen Radius ausrechnen: r® :\/(SS))2+ (s)))?

2. Neue Beschleunigung ausrechnen:a® =

() C ist definiert alsy [ing

itati (m,

(folgt aus Gravitationsges$:, = ydﬁ'%)
. . 0] ) o gM

3. Neue Komponenten der Beschl.:  al’ =a® GS?_.) ag) -0 zi)

r r

4. Neue Komponenten des Ortes: st = s + v [At + 1 (&0 [At)?
i+1) _— i i i 2
sy = s + vy It + 1 (A [At)

5. Neue Komponenten der Geschw.: vi™ =v® + al’ [At, ™ =v{) + al) (At

Jetzt geht’s wieder zu Punkt 1, wobei nun die néDgakomponenten eingesetzt werden.
Die Ortskomponenten werden in einer Liste gespéicamit man sie alle zeichnen kann.
Die Geschwindigkeits- und Beschleunigungswerte erisscht gespeichert werden und kon-
nen bei der Berechnung Uberschrieben werden. gsdel gesamte Quelltext der
Programmierung mit MuPAD.



Quielltext:

reset():;;DIGITS:=6:;

mS:=1.989*10"30:; //Masse der Sonne in kg
f:=6.67259*107-11:; // Gravitationskonstante
C:=float(frmS):;

Bahn:=proc(sx0,sy0,vx0,vy0,n,dt)

local vx,vy,a,ax,ay,d,i,ok;

begin

print("Geschwindigkeit im Aphel:",vy0,"m/s");

sx[0]:=sx0;sy[0]:=sy0;

vXx:=vx0;vy:=vy0;

s:=0;0k:=TRUE;

for i from O to n do
d:=float(sqrt(sx[i]*2+sy[i]*2));
a:=float(C/d"2);
ax:=-a*sx[i]/d; // sx[i]/d ist die cos-Komponente
ay:=-a*syl[i]/d; // sy[i]/d ist die sin-Komponente
sx[i+1]:=sx[i]+vx*dt+0.5*ax*dt"2;
sy[i+1]:=sy[i]+vy*dt+0.5*ay*dt 2;
vx:=vx+ax*dt; // neue Geschwindigkeit am Ende vo
vy:=vy+ay*dt;

end_for;

end_proc:

dt:=60:; // Dauer einer Zeiteinheit in Sekunden
vy0:=29880:; //Anfangsgeschw. im Aphel im m/s
vy0:=20000:;

vx0:=0:;

sx0:=1.5*10"11:; // Abstand Erde Sonne in m
sy0:=0:;

n:=365*24*60:; // Anzahl der Minuten im Jahr
Bahn(sx0,sy0,vx0,vy0,n,dt):;

/lk:=round(24*60*60/dt):; // Plotten im 24-Std-Abst
k:=round(7*24*60*60/dt):; // Plotten im Wochen-Abst
k_max:=n div k:;
Punkte:= plot::Point2d([sx[k*i],sy[k*i]],
PointSize=2,
PointStyle=FilledCircles
Color=RGB::Red,
VisibleFromTo =i-1..i+1
$i=1..k_max;

Bahn:=plot::Line2d([sx[k*i],sy[k*i]],[sx[k*(i+1)],s
LineColor = RGB::Red,
VisibleFromTo = i..i+1,
VisibleAfterEnd)
$i=0..k_max-1;;

Strahlen:=plot::Line2d([sx[k*i],sy[k*i]],[0,0],
LineColor = RGB::Red,
VisibleFromTo = i-1..i+1
$i=1..k_max;

Sonne:=plot::Circle2d(6.96*10"8,[0,0],LineColor=RGB
FillPattern=DiagonalLines,FillColor=RGB::Black,

incl. VZ-Anderung

n dt

and
and

ylk*(i+1)11,

::Black,
Filled=TRUE):;



* b1:=1.6*10"11:;b2:=trunc(0.95*b1):; // ca. Erdbahnr adius
plot(Sonne,Punkte,Bahn,Strahlen,
ViewingBox = [-b1..b1, -b2..b2],
GridVisible = TRUE);;

Der Fahrstrahl tberstreicht in gleichen ZeitenayieiFlachen:

* Flaeche:=proc(x1,y1,x2,y2)
local d1,d2,d,alpha;
begin
dl:=sqrt(x1"2+y1”2);
d2:=sqrt(x2"2+y2"2);
alpha:=float(abs(arccos(x1/d1)-arccos(x2/d2)));

d:=float(0.5*(d1+d2)):; // Mittelwert der Entfern ungen
A:=float(0.5*alpha*d"2); // Kreisaussschnitt mit Mittelwert als Radius
end_proc:;
* k_max;
DIGITS:=4:;

for i from 0 to k_max-1 do
Flaeche(sx[i*k],sy[i*k],sx[k*(i+1)],sy[k*(i+1)]);
print(NoNL,Unquoted,A," ");
end_for:;
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9.060e20, 9.060e20, 9.060e20, 9.061e20, 9.0 61e20, 9.063e20,
9.065e20, 9.068e20, 9.076e20, 9.091e20, 9.1 24e20, 9.202e20,
9.372e20, 1.859e20, 9.417e20, 9.229e20, 9.1 36e20, 9.097e20,
9.079e20, 9.071e20, 9.067e20, 9.064e20, 9.0 63e20, 9.062e20,
9.062e20, 9.062e20, 9.062e20, 5.192e20, 9.0 62e20, 9.062e20,
9.062e20, 9.063e20, 9.064e20, 9.066e20, 9.0 69e20, 9.075e20,
9.088e20, 9.115e20, 9.180e20, 9.327e20, 6.0 33e20, 9.464e20,
9.264e20, 9.152e20, 9.104e20, 9.083e20, 9.0 74e20, 9.069e20,

9.066e20, 9.065e20, 9.064e20, 9.063e20



