Fall eines Papierkegels — Simulation und Expemnime

Ein Papierkegel wird aus ca. 8.5 m Hohe im Treppastder Schule fallen gelassen. Sollte sich
innerhalb dieser Fallhéhe schon eine Endgeschwhkediginstellen, dann sollten wir mit dem Ult-
raschallmesswandler den Nachweis fuhren kénnen.

Ansatz fir den Gleichgewichtzustand bzw. fur dieeBanung der Endgeschwindigkeit:

(Beschleunigungskrafffg = F; (Luftwiderstandskraft)
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Werte der Konstanten:
cy = 075 Literaturangabe fiir einen Kegel mit Offnungswin®eé®
m=57g = 0.057 kg Masse des Kegels
o, =1293-% =1293%  Dichte der Luft
dm m

2 2
A= ﬂBdZ =77 0.3345m) Querschnittsflache bei 33.5 cm Durchmesser deglkeg

Nach Einsetzen und Wurzelziehen erhalt mgg = 362 %

2
Ohne Luftwiderstand ware diese Geschwindigkeit saach s, = V;”—D‘g = 067m erreicht, so

dass guter Grund zu der Annahme besteht, dassedg Keine Endgeschwindigkeit nach dem
ggfs. drei- oder vierfachen dieser Strecke, jedEndutlich innerhalb der Fallstrecke von ca. 8m
erreicht.
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Bild 3.40; cy-Wert von Keil und Kegel: nach Arie & Rouse, (1956), Kraemer (1964), Hoerner (1965)
und Tanner {1967). Die cy-Wene des Kegels nach Messungen von Hoermner und Tanner sind
deckungsgleich

Zum Kegel gehort der untere Graph.
Que||eIhttp://books.qooqle.de/books?id=TbAzCH1zCG4C&pqiE&&Ipq=PAl28&dq=cwWert+des+Keqels
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Interessiert man sich nicht nur fir die Endgeschigkelt, sondern auch fur Zwischenwerte, so
kann man zum einen versuchen, mit einem Mess-Systern.B. dem Ultraschall-Messwander
eine Orts-Zeit-Kurve aufzunehmen. Eine zweite Mdtlat besteht in der Simulation des Vor-
gangs mit einem kleinen Computer-Programm.

Das mathematische Problem einer theoretischen Babahg ergibt sich daraus, dass sich die Be-
schleunigung aufgrund des Luftreibungsanteils kangirlich &ndert, weil sich die Geschwindigkeit
(anfangs) kontinuierlich andert. Alle unsere biglpem Gleichungen taugen aber nur fur die Be-
schreibung von Bewegungen mit konstanter Beschijeung.

In der Physik wird in solchen Féllen ein Standakihbdrungsverfahren angewendet. Man arbeitet
mit der (eigentlich falschen) Annahme, dass inmiganz kleinen Intervall, zumeist ein Zeitinter-
vall, bestimmte GréRRen konstant bleiben und kammahe bekannten Gleichungen benutzen. An-
schlie3end addiert man alle die winzig kleinen Bguveen bzw. Veradnderungen auf und erhalt so
die Gesamtbewegung bzw. die Gesamtveranderundeiderikman die Basiseinheit wahlt, dest ge-
nauer wird das Naherungsverfahren.

Im vorliegenden Fall betrachten wir eine (kleingjtéinheit At. Der Kegel tritt in dieses Zeitin-
tervall mit der Geschwindigkeit,; am Ort sy; ein. Am Ende des Zeitintervalls besitzt der Ke-
gel die Geschwindigkeitv,g, = V4 +4Vv und befindet sich am Or§,o, =Sy +4S . Unsere (fal-

sche) Annahme ist, dass die Gleitreibungskraftrimae dieser Zeiteinheit konstant bleibt.
Unter dieser Annahme gilt dann namlich die Gleichung, = vy + 4V =vy +alAt.

Die Beschleunigung indt ist nun ebenfalls konstant und kann angegebedemenamlich

g
m

a=g- At = (C ist eine Konstante! )

[p TA
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C
Nach Annahme ist die Beschleuniguagin At konstant. Dann aber hat die Geschwindigkeit
in At einen linearen Verlauf, vgl. Abbildung.

Die Flache unter denv -t — Graphen ent- VA
spricht genau dem WegzuwacHs in der

v
Zeit At new /
Die Trapezflache berechnet sich zu Valt
As =3 At Vg +Viey) As
Damit sind nunv,o, und s,,, beide bekannt =

At

—_

und kénnen als Eingangsdaten fir das nachs
Zeitintervall At benutzt werden usw.

Diese Berechnungen werden nun in einer Schleiggnem Computer-Programm bis zu eine defi-
nierten Abbruchbedingung standig wiederholt.

Es folgt der gesamte Quelltext von MuPAD incl. deisgabediagramme.
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Freier Fall eines Papier-Kegels Luftwiderstand prapnal zum Quadrat der Geschwindigkeit

Konstanten des Experiments:

e« g Ort:=9.81; /I Ortsfaktor der Beschl
ro:=1.293:; // Dichte der Luft in k
cw:=0.75:; /I Luftwiderstandsbeiwer
d:=0.335;; /I Durchmesser des Tric
A:=PI*d"2/4:; /I Querschnittsflache in
m:=0.057:; /l Masse des Kegels in k

C:=float(0.5*cw*ro*A/m):; // Konstante fur die Ber

e v_Theorie:=float(sqrt(2*m*g_Ort/(cw*ro*A)));
Il theoretische Endgeschwindigkeit in m/s:

3.62

» Fall:=proc(h,dt) // Hier beginnt eine sog. Prozed

local a,i;

begin

s[0]:=0;v[0]:=0;t[0]:=0; /I Startwerte
i:=0;

repeat
a:=float(g_Ort-C*v[i]"2); // s. Text oben
v[i+1]:=v[i]+a*dt;
s[i+1]:=s[i]+0.5*dt*(v[i]+Vv[i+1]);
tli+1]:=t[i]+dt;
i=i+l;

until s[i]>h end_repeat;

max_i:=i;max_v:=v[max_i];max_t:=t[i]
end_proc: /I Ende der Prozedur

» delta_t:=0.050:; // Dauer einer Zeiteinheit in s
h0:=10:; // Fallhéhe
Fall(hO,delta_t):; /[ Aufruf der Prozedur

* max_i,max_v,v_Theorie;

/I Anzahl der Durchlaufe, v(Simulation), v(Theorie)

61, 3.62, 3.62

o fli=x-->sqrt(2*g_Ort*x); // v-s-Kurve ohne Luftwid

Gfl:=plot::Function2d(f1,x=0..h0):;

X - v/19.6[X

Der Ausgabetext fur das s-v-Diagramm:

e OrtGeschw:= plot::Point2d([s][i], V[i]],
PointSize=1,
PointStyle=Circles,
Color=RGB::Red
) $i=0..max_i:

plot(OrtGeschw,Gf1,
AxesTitles = ["Ort (m)", "Geschwindigkeit (
YAXxisTitleOrientation = Vertical,
GridVisible = TRUE,
ViewingBox = [0..h0, 0..max_v+2]);

eunigung

g/m3

t eines offenen Kegels

hters in m

m2

g .
echnung der Beschleunigung

ur

Anmerkung:

Statt der Indizes ,alt* und ,neu” werden
hier fur die Geschwindigket und den Oit
Listen benutzt, so dass man anschlie-
Bend auf jeden einzelnen Zwischenzu-
stand zugreifen kann. Zusatzlich wird
die zugehdrige Zeit in eine Liste einge-
tragen

erstand

m/s)"],
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Die Diagramme (auf die Ubrigen Ausgabetexte windiohtet):
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Der durchgezogene
Graph gibt den Kur-
venverlauf ohne Luft-
widerstand ar

So sollte auch der
Ultraschall-
Messwandler die
Bewegung aufzeich-
nen!

Der durchgezogene
Graph gibt den Kur-
venverlauf ohne Luft-
widerstand an.
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Die Daten der Messwerterfassung:

Die Abbildung links zeigt die Originalmessung. Dasppenhaus ist zwar ca. 8m hoch, jedoch wird kein
Signal mehr vom Kegel empfangen, wenn er tiefecalm gefallen ist. Offensichtlich wird das Ultra
schallsignal dann vom Rand der ZwischengeschoRdeélk&tiert. Man kann den Offnungswinkel des Ult-
raschallsignals leider nicht verkleinern und ohimeagifwandiges Gerlist den Sender auch nicht wigitdie
Mitte der Treppenhausdecke platzieren. Im rechtieigi@amm sind alle nicht zur Fallbewegung gehdrenden
Punkte entfernt worden, zusatzlich noch ,unschdviesspunkte.

e UrL :=import::readdata(NOTEBOOKPATH."Fall3.csv","; ");
n:=nops(UrL);
[[0.6504, 0.144], [0.7005, 0.156], [0.7505, 0.185 ], [0.8007, 0.23],
[0.8508, 0.29], [0.9011, 0.363], [0.9513, 0.445] , [1.0016, 0.54],
[1.0519, 0.647], [1.1022, 0.767], [1.1526, 0.888 ], [1.203, 1.016],
[1.2534, 1.157], [1.3038, 1.299], [1.3542, 1.451 1. [1.4047, 1.614],
[1.5057, 1.95], [1.5562, 2.139], [1.6067, 2.312] ,[1.6572, 2.48],
[1.7078, 2.666], [1.7583, 2.844], [1.8088, 3.03] , [1.8594, 3.227],
[1.9099, 3.408], [1.9605, 3.612], [2.0111, 3.808 1, [2.1121, 4.157],
[2.1626, 4.333], [2.2131, 4.51], [2.3141, 4.866] , [2.3647, 5.05]]
32

Trennen der Messpaare:
o tM:=[UrL[i][1] $ i=1..n];
sM:=[UrL[i][2] $ i=1..n];

Diagramm:

Simulation

Position (m)
~ [0}

Messung

02 00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26
Zeit (s)
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Die Messkurve geht ab etwa dem 20. Punkt in einad&eiber. Wir bestimmen ab diesem Punkt
eine Regressionsgerade. lhre Steigung entsprictEriigeschwindigkeit des Kegels.

e k:=round(0.6*n):;k,n; // Auswahl der Punkte fur die Regression
R:=stats::linReg([[tM[i],sM[i]] $ i=k..n]);
m:=op(op(R,1),2); // Steigung = Endgeschwindigkeit 1
b:=op(op(R,1),1):; // Verschiebung in y-Richtung
max_v,v_Theorie; // zum Vergleich (Simulation/Theo rie)
abs(100*(1-(m/max_v))); // prozentuale Abweichung

19, 32 <4——  Auswahl der Punkte von Nr. ... bis Nr. ...
[[—3.5408, 3.6380 0.0023544 <4— Regressionsausgabe
3.6389 <+ Steigung der Regressionsgeraden = Endgeschwindigkai's
3.6487, 3.6487 «4—  Die Endgeschw. aus Simulation und Theorie
0.27053 <4——  Prozentuale Abweichung
¢ V_V1:=3.7593:;prozAbw1:=3.0286:; Die Endgeschwindigkeiten und prozentualen Abwei-
v_V2:=3.5311:;prozAbw2:=3.2256:; chungen vom Theoriewert aus drei Messungen.
v_V3:=3.6389:;prozAbw3:=0.27053:;

e vg:=(v_V1+v_V2+v _V3)/3;
vq,v_Theorie;
abs(100*(1-(vg/max_v))); /Il prozentuale Abweichung

3.6431, 3.6487  0.15479

Im letzten Befehlspunkt wird der Mittelwenstd) der Endgeschwindigkeiten aus allen drei Mes-
sungen gebildet, auRerdem die Abweichung des Mites vom Theoriewert. Die unglaublich
gute Ubereinstimmung ist natiirlich ein bischen Hulzenn:

1. sind die Abweichungen untereinander deutliéifdgr (v_V1 zu v_V2= 6.5%),

2. kdénnen wir immer noch nicht sicher sein, obales der Literatur Ubernommene Wert

c,, = 075fur einen Kegel mino° — Offnung auch passend fir unseren Kegel mit Styrop

verstarkter Spitze ist. Es mussten mehr Messebe durchgefiihrt werden, am besten auch
Uber eine noch etwas langere Fallstrecke.
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