Einfihrung in die Integralrechnung

Das Diagramm stellt den Beschleunigungsvorgangseane dem Stand anfahrenden U-Bahn-Zuges dar.
Nach 15 Sekunden hat er seine EndgeschwindigkeiB@dkm/h = 22.22 m/s erreicht. Danach bleibt die
Geschwindigkeit konstant. (Es ist x km/h = x:B16)
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Aufgaben (A1, A2, usw):

a) Der Graph der Geschwindigkeitsfunktion stasee 0 Sekunden in einem bestimmten Winkel zut-Zei
Achse, bei 15 Sekunden geht der Graph "sanft"drGdirade Gber. Was splrt man an diesen beiden Stel-
len als Fahrgast?

b) Welchen Wert hat die Flache
bl) des dunkel getonten Balkens und
b2) des dunkel getonten Balkens plus hellerer #nfs

Al: Was bedeuten diese Wert anschaulich, wenn neaBidheit mitbertcksichtigt?
A2: Hilfe: Was bedeuten Hohe und Breite des Balkeasin diesem Diagramm?
A3: Was bedeuten die beiden Flachen im Sachzusahangf

A4: Wie lassen sich beide Werte zusammen fir egb&sserung nutzen?

c) Folgerung aus (b):
A5: Welche Bedeutung hat die gesamte Flache uetar@raphen der Geschwindigkeitsfunktion (im In-
tervall [0..15] ) ?

Die Fragen in (a) bis (c) dienen der Einstimmungs Wveitere Thema dieses Arbeitsblattes glieddntisic
vier Schritte:

Schritt | Berechnung des Flacheninhalts untedem v-Graphen

Schritt I Zusammenhang zwischen der Randfunkibn und dem Flacheninhalt

Schritt 11l Experimentelle Nachlese mit GeoGebra

Schritt IV Integralfunktion und Hauptsatz
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SchrittI:  Berechnung des Flacheninhalts untedem v-Graphen

Messungen haben ergeben: Die Geschwindigkeitsfumktat den Ternv(x) = — 001 x3 + 0.2x2 + 073x.

Hierbei hatx die Bedeutung der Zeit in Sekunden. Wir benutzan\dariablennamenx stattt, weil Geo-
Gebra nur die Variabbe kennt.

Definiere die Funktiorv in GeoGebra. Setze den Rundungswert auf 5 Sté&keimiere die Begrenzungsli-
nie ,x=15" Gib dann den Befehl ein v1=Funktionfy,15] und verstecke die Funktion v (RMT, Objekt
anzeigen nein). Nun wird die Funktion nur noch ntefvall [0..15] gezeichnet.

Richte einen Schieberegler n ein, er soll von 2r@gimal 100 reichen und nur ganzzahlig sein.

Gib sodann den Befehl US=Untersummelv, 0, 15am. Beachte, wie sich das Bild und der Wert 4&h
in der Algebra-Ansicht andern, wenn Du den Wererémderst.

Nun bilde zusatzlich die Obersumme OS=0bersumn@®[{5, n] und dann den Mittelwert MW aus US
und OS.

A6: Beobachte, ob bzw. wie sich der Mittelwert MVit mveréandert. Erinnere dich: Welche Bedeutung hat
der Wert im Sachzusammenhang?

Schritt Il Zusammenhang zwischen der Randfunktionund dem Flacheninhalt

Studiere die nachstehende Skizze.

Bedeutung:A(x) gibt an, welche Strecke nach der Zeit x zuré@gt wurde. Das kann fir U-Bahn-
Planung eine durchaus interessante Information 8émist die Flache unter der Geschwindigkeitskurve
von 0 bisx.

Nun vergrof3ern wirx um h auf x+h . Es kommt der schrag abgeschnittene Balken mitfeléchenihalt
A(x+h) - A(x) hinzu. Diese Flache ist ungefahr so grol? wierdder Hohe v(x) abgeschnittene Rechteck-
balken, sie unterscheiden sich nur um die eingefddbeiecksflache.
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Als Gleichung erhalt man:
A(Xx+h) = A(x
AX+h)=AX) = MX)[h bzw. nach Umstellung (x+h) = A V(X)
— — h

abgeschrégrBalken Rechteckbadi

Diese Gleichung gilt umso besser, je kleinrist, weil dann die Dreiecksflache immer kleinerdy
Fur h—> 0 gilt dann der von uns gesuchte Zusammenharggkzen den Funktioned und v :

lim A(X+hr)1_A(X)

= A'(X) =v(X)

Kurzform: Die Randfunktion ist die Ableitung der Fl &chenfunktion.
Genauer: Die Randfunktion ist die Ableitung derjengen Funktion, die den Flacheninhalt unter der
Randfunktion angibt.
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Wir erinnern uns an die Funktion v(x) = —001x3 + 02x2 + 073x

Mit Hilfe von v konstruieren wir die Funktiof als "Aufleitung” vonv , d.h. wir suchen diejenige Funkii-
on A , die abgeleitetr ergibt.
A7: Bitte dein Vorschlag: A(x) = ...

Moglicherweise hast Du einen bei jeder Aufleitungoeachtenden Umstand nicht beachtet: Die Ableitung
einer Konstanten ist null. Also kann man beim Aitéle zunachst eine beliebige Konstante dazuaddieren
Allerdings bekommt diese Konstarite Sachzusammenhadgnn wieder einen bestimmten Wert.

Beispiel: Du hast wahrscheinlich ermittelt, dad§x) = —0.0025«* + 0.0667x® + 0365x* lautet.

Allgemein richtig ware aberA(x) = —0.0025¢* + 0.0667x*> + 0365x° + C .

Welchen Wert hat nu@ im Sachzusammenhang. Wir wirden in unserem Messexgnt fir das Anfahren
der U-Bahn sicherlich sagen, dass zu Beginn desiveg also bek = 0 auch der zuriickgelegte Weg null
ist, also A(0) = 0. Grundsatzlich denkbar ware auch ein anderer \&&t,A(0) =100. Dann lage die

Wegmarke ,0“ eberd00m zuriick.
In unserem Beispiel soll nun gelte’(0) =0, also A(0) =-0+0+0+C=0 =« C=0.

Schritt 11l: Experimentelle Nachlese mit GeoGebra

Definiere einen Schieberegler u fir Werte zwischemd 15, Schrittweite klein (0.001).
Andere Untersumme und Obersumme in Untersummely, ), bzw. Obersummelv, 0, u, n] ab (Doppel-

klick im Algebrafenster auf die Terme).
A8: Beobachte, was bei Anderung von u mit MW geslchiWelche Bedeutung hat nun MW?

Aktiviere unter ,,Ansicht” die Grafik 2, das Fenstmil neben dem ersten Grafikfenster liegen.
Definiere den Punkt I=(u,MW) und weise ihn unter R Eigenschafter> Erweitert der Grafik 2 zu.
Weise Punkt | mit RTM> ,Spur ein* zu und beobachte, was passiert, wend@®uRegler u betatigst.
Ggf. musst Du den Ausschnitt von Grafikfenster eaadern.

A9: Was geben die Punkte | (bzw. ihr Graf) im Sadaanmenhang an?

Die folgende Aktion erfordert Prazision, sonstdas Ergebnis nur schlecht:

Lege im Grafikfenster 2 mit hoher Prézision ca 8ke auf den Grafen, der von dem Punkt | geschmniebe
wurde. Beginne bei (0]|0) und verteile die Punkitégermalien gleichmalig, der letzte Punkt (15|y)usol
bedingt auch dabei sein. Du solltest das Fenstgraféern, um die Punkte prazise setzen zu kénnen. Z
Ausprobieren: Stelle die Punkte als HohlpunkteGlegif3e 5 dar.

Gib dann in der Befehlszeile nacheinander die ImeRkfehle ein:

ListePunkte={B,C,...} € trage hier alle oben verteilten Punkte ein.

A(x)=TrendPoly[ListePunkte,4] € es wird eine Funktion 4. Grades durch die Pugktegt. Uberzeuge
dich: Ein héherer Grad ist nicht notwendig!

A10: Beurteile im Algebrafenster, ob die theomdiis Herleitung aus Schritt 1| ungefahr bestatigtdea
kann. Also Uberprife: GilA (x) =wv(x) ?
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Teil IV Integralfunktion und Hauptsatz

Wir sind noch nicht ganz zufrieden mit dem ErreichtWie wir gesehen haben ist der Zusammenhang zwi-
schen Randfunktion und Flacheninhaltsfunktion rait @leichungA'(x) = v(x) nicht eindeutig festgelegt,
denn beim "Aufleiten" kann eine beliebige Konstanitezugefligt werden. Man muss in unserem Fall der
anfahrenden U-Bahn noch hinzufligéi0) = O.

Die folgende Schreibweise auf der Ebene der "Atitej" enthalt diesen Zusatz schon. Beachte: Esditand
sich um Symbole, die sich geschichtlich ergebemrhab

AK) = jv(t) dt

gelesen  Flachenintaltsfunkton

(Startbeili.Grenzed) Flachenintaltunterv

vonO bis x

Hierbei ist enthalten, das#, (0) = O, denn die rechte Seite der Gleichung hat i+ 0 die Bedeu-
tung 'Flacheninhalt unter v von 0 bis"Qund das ist sicherlich O.

Die Randfunktion bedeutet nun nicht immer eine Gesadigkeit und folglich die Flacheninhaltsfunktion
nicht immer eine Strecke.

Allgemein benutzt man folgende Symbole:
X

LO) = _[f(u)du

—
Integral Uber f
von abis x

gelesen Integralfu nktion
(deroberenGrenze)

Nach unserer Herleitung gilt entsprechend

L. (x) = T(x)

Man bezeichnet eine Funktiéh) deren Ableitung die Funktidnergibt, alsStammfunktion von,fes gilt also
F'(x)= f(x). Folglich sind die beiden Funktiondn undF bis auf eine Konstante (= Verschiebung in

y-Richtung) identisch, es gilt , (X) = F(x)+ C..

Man erhalt die Gleichung I, (X) = J)i f(u)du=F(x)+C.

Die Konstante C kann noch néher baestimmt werdenh Neefinition der Funktior , gilt 1,(a)=0 und
fur x=a folgtdann 0=1_(a) = T f(u)du=F(a)+tC = C=-F(a)

Insgesamt erhalt man schlieBlich, ( X) =_[ f(u)du=F(x)- F(a), wobeiF eine beliebige Stamm-

funktion vonf ist.
Die letzte Aussage bezeichnet mantédsiptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

Wird die variable Obergrenzedurch eine Konstanteersetzt, so kann man als Integrationsvariable avied
verwenden. Auf3erdem wird ein weiteres ZwischensymimoAufnahme der Stammfunktion eingefihrt:

b

[t dx=[F(x)]3 = F(b)-F(a)

a
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